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Öåëè è çàäà÷è êóðñà

Êóðñ ëåêöèé ðàññ÷èòàí íà ñòóäåíòîâ, êîòîðûå æåëàþò ñòàòü êâàëèôèöèðîâàííûìè ýêñïå-
ðèìåíòàòîðàìè â îáëàñòè ôèçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé. Õîðîøèé ýêñïåðèìåíòàòîð ÎÁßÇÀÍ
èìåòü ïðåäñòàâëåíèå î ìåòîäàõ, ïðèìåíÿåìûõ òåîðåòèêàìè, ÷òîáû ãðàìîòíî ïåðåâîäèòü òåî-
ðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ íà ÿçûê ýêñïåðèìåíòà. Â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îñíîâîé
áîëüøèíñòâà òåîðåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ñëóæàò òàê íàçûâàåìé äèàãðàììíûé ìåòîä � â
îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò íàãëÿäíûå è èíòóèòèâíî ïîíÿòíûå ðèñóíêè (äèàãðàììû Ôåéíìàíà),
òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êîòîðûõ îòðàæàþò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïðî-
öåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ðàìêàõ ðåëÿòèâèñòñêè�èíâàðèàíòíîé òåîðèè
âîçìóùåíèé.

Äàííûé êóðñ ðàññ÷èòàí íà äâà ñåìåñòðà. Îñíîâíîé çàäà÷åé ïåðâîãî ñåìåñòðà ÿâëÿåòñÿ
îçíàêîìëåíèå ñòóäåíòîâ ñ äèàãðàììíûì ìåòîäîì íà ïðèìåðå ïðîñòåéøèõ ïðîöåññîâ êâàíòî-
âîé ýëåêòðîäèíàìèêè (ÊÝÄ). Öåëü ïåðâîãî ñåìåñòðà áóäåò äîñòèãíóòà, åñëè ïî åãî îêîí÷àíèè
ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêèé ñòóäåíò ñìîæåò ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ âû÷èñëèòü ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ
e−µ− → e−µ−, e+e− → µ+µ−, e−γ → e−γ, e+e− → γγ, e−e− → e−e−, e+e− → e+e− è àíàëî-
ãè÷íûõ èì â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè. Âî âòîðîì ñåìåñòðå ñòóäåíòû äîëæíû ïîçíàêîìèòüñÿ
ñ îñíîâíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ïðèåìàìè Êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè (ÊÕÄ) è íàó÷èòüñÿ
âû÷èñëÿòü ïðîñòåéøèå ïåòëåâûå äèàãðàììû ÊÝÄ ïðè ïîìîùè ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè.

Èñõîäÿ èç ëîãèêè èçëîæåíèÿ, ëåêöèîííûå çàíÿòèÿ ÷åðåäóþòñÿ ñ ñåìèíàðñêèìè. Ê êàæäîé
ëåêöèè ïðèëàãàåòñÿ íàáîð çàäà÷, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ãëóáæå ðàçîáðàòüñÿ â ìàòåðèàëå ëåêöèé
è ïîäãîòîâèòüñÿ ê çà÷åòó/ýêçàìåíó. Äëÿ äîïóñêà ê çà÷åòó/ýêçàìåíó íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî
ðåøèòü áîëüøå ïîëîâèíû çàäà÷.

Åùå ðàç íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èíâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé � îñíîâà ôèçèêè
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, à äèàãðàììû Ôåéíìàíà � åå åñòåñòâåííûé ÿçûê. Áåç çíàíèÿ ýòîãî
ÿçûêà íåâîçìîæíî íå òîëüêî ïîíèìàòü âñå ïîñëåäóþùèå êóðñû, êîòîðûå áóäóò ÷èòàòüñÿ íà
êàôåäðå, íî è ïëîäîòâîðíî ðàáîòàòü â èçáðàííîé îáëàñòè ïîñëå îêîí÷àíèÿ Óíèâåðñèòåòà.

Â ýëåêòðîííîì âèäå ïðîçðà÷êè, ïðîãðàììó è çàäà÷è êóðñà ìîæíî íàéòè íà ñàéòå êàôåäðû
Îáùåé ÿäåðíîé ôèçèêè ôèçôàêà ÌÃÓ ïî àäðåñó http://nuclphys.sinp.msu.ru/fdiag/ .

Îáî âñåõ çàìå÷åííûõ íåòî÷íîñòÿõ è îïå÷àòêàõ ïðîñüáà ñîîáùàòü àâòîðó ïî òåëåôîíó
(495) 939�55�45 èëè ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå 679nik@mail.ru. Â çàãîëîâêå ïèñüìà íåîáõîäèìî
ïîñòàâèòü ìåòêó "QFT�4", ÷òîáû äàííîå ïèñüìî ìîæíî áûëî îòëè÷èòü îò ñïàìà.
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Ïðèìåðíàÿ ïðîãðàììà êóðñà

I. Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ (ÊÒÏ) (îäíà ëåêöèÿ).

Ëåêöèÿ N1:

• Ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû.

• Ñèñòåìà åäèíèö ~ = c = 1.

• Ñèñòåìà åäèíèö Õåâèñàéäà (αem = e2/4π).

• Çàêîí Êóëîíà è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â íîâîé ñèñòåìå åäèíèö.

• Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäå-
ëåííîñòè ïðè êîíå÷íîé ñêîðîñòè ñâåòà.

• Îñíîâíîå îòëè÷èå ÊÒÏ îò ÊÌ: âîçìîæíîñòü ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö.

• ×åì õàðàêòåðèçóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû â ýêñïåðèìåíòå?

• Òèïè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ÊÒÏ: ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ è øèðèíû ðàñïàäîâ. Ïðè-
ìåðû íåêîòîðûõ èíòóèòèâíî ÿñíûõ äèàãðàìì Ôåéíìàíà.

II. Îñíîâû ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà â ÊÒÏ (îäíà ëåêöèÿ).

Ëåêöèÿ N2:

• Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ëàãðàíæèàí è ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà.

• Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà.

• Ãàìèëüòîíèàí, èìïóëüñ, ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

• Ïðèìåð ëàãðàíæåâà ïîäõîäà äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

• Òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

III. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (äâå ëåêöèè).

Ëåêöèÿ N3:

• Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êàëèá-
ðîâêå Ëîðåíöà.

• Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ êëàññè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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• Çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà.

• Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê íàáîðà ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.

• Îïðåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïå-
ðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ.

• 4-ïîòåíöèàë, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ êâàíòîâàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

• Êàëèáðîâêà Ëîðåíöà äëÿ êâàíòîâàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðåøåíèå ïðî-
áëåììû ñêàëÿðíûõ è ïðîäîëüíûõ ôîòîíîâ.

Ëåêöèÿ N4:

• Êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè.

• Ñóììèðîâàíèå ïî ïîëÿðèçàöèÿì. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ôîòîíîâ.

• Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïåðåñòà-
íîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ Dµν

0 (x) = i [Aµ(x), Aν(0)] ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

• Âàêóóìíûå ñðåäíèå è ôóíêöèè Dµν
± (x).

• Îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî è õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèé. Ñâåðòêà îïåðàòîðîâ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

• Ñâÿçü ñâåðòêè ñ âàêóóìíûì ñðåäíèì è ïðè÷èííîé ôóíêöèåé Ãðèíà Dµν
c (x). Ââå-

äåíèå òåðìèíà "ïðîïàãàòîð".

• Ïðàâèëà îáõîäà ïîëþñîâ â ïðîïàãàòîðå âèðòóàëüíîãî ôîòîíà.

IV. Äèðàêîâñêîå ïîëå (ñåìü ëåêöèé).

Ëåêöèÿ N5:

• ×òî ãîâîðèò ýêñïåðèìåíò î ÷àñòèöàõ è àíòè÷àñòèöàõ?

• Óðàâíåíèå Ïàóëè. Àëãåáðà ìàòðèö Ïàóëè.

• Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ãîðäîíà � Ôîêà.

• Âûâîä óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîãî ôåðìèîíà â íåñèììåòðè÷íîé ôîðìå.
Åñòåñòâåííîå âîçíèêíîâåíèå áèñïèíîðîâ.

• Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà. ßâíûé âèä γ-ìàòðèö â ñòàíäàðòíîì
ïðåäñòàâëåíèè (ïðåäñòàâëåíèè Ïàóëè-Äèðàêà). Ñïèðàëüíîå è ñïèíîðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ.
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• Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé
u(~p, λ) â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Íîðìèðîâêà ðåøåíèÿ.

Ëåêöèÿ N6:

• Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà.

◦ Ñâîéñòâà ìàòðèö γ5 è σµν .

◦ Âû÷èñëåíèå ñëåäîâ îò ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö Äèðàêà.

◦ Ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö Äèðàêà ïî áàçèñó.

◦ Ñâåðòêè ïî èíäåêñàì è äðóãèå ïîëåçíûå ôîðìóëû.

Ëåêöèè N7�N10:

• Ââåäåíèå âíåøíåãî ïîëÿ â óðàâíåíèå Äèðàêà (pµ → pµ − eAµ, ãäå e = −|e|).

• Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ àíòè÷àñòèöû (e → −e).

• Îïåðàöèÿ çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ äèðàêîâñêîãî ïîëÿ.

• ßâíûé âèä îïåðàòîðà çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè (C =

iγ2γ0) è åãî ñâîéñòâà.

• Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîé àíòè÷àñòèöû â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè v(~p, λ). Íîðìèðîâêà ðåøåíèÿ.

• Ðåëÿòèâèñòñêèé îáîáùåíèå îïåðàòîðà ñïèíà 1/2 è ïðîåêöèîííîãî îïåðàòîðà.

• Ïðåîáðàçîâàíèå Ôîëäè�Âóòõàéçåíà.

• Îïðåäåëåíèå ñïèðàëüíîñòè.

• Ñîîòíîøåíèå v(ε, ~p, λ) = u(−ε, −~p, −λ) â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ýíåðãèè ε.

• Ìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ ñâîáîäíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà.

• Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî äèðàêîâñêîãî ïîëÿ.

• Ââåäåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

• Ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è çàðÿä ñâîáîäíîãî äèðàêîâñêîãî ïîëÿ.

• Êâàíòîâàíèå ñâîáîäíîãî ðåøåíèÿ. Ïðèíöèï Ïàóëè. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ.

• Âàêóóìíûå ñðåäíèå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ äèðàêîâñêîãî ïîëÿ.
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• Îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîãî è õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ äèðàêîâ-
ñêîãî ïîëÿ

• Ñâåðòêà îïåðàòîðîâ äèðàêîâñêîãî ïîëÿ. Ñâÿçü ñâåðòêè ñ âàêóóìíûì ñðåäíèì è
ôóíêöèåé Ãðèíà.

• Ïðîïàãàòîð äèðàêîâñêîãî ïîëÿ è ïðàâèëî îáõîäà ïîëþñîâ.

• Ïîëíûé ëàãðàíæèàí ÊÝÄ.

• Ãëîáàëüíûå êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñîõðàíåíèå çàðÿäà.

• Ëîêàëüíûå êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ôèêñàöèÿ âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ.

• Îïåðàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî è äèðàêîâñêîãî
ïîëåé.

• Îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ âðåìåíè äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî è äèðàêîâñêîãî ïîëåé.

• Çàðÿäîâàÿ ÷åòíîñòü ôîòîíà è òåîðåìà Ôàððè.

• CPT � òåîðåìà íà ïðèìåðå ÊÝÄ. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà CPT � òåîðåìû.

Ëåêöèÿ N11:

• Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ýëåêòðîíà â ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû (ðåøåíèå Âîëêîâà).

V. S�ìàòðèöà è ïðàâèëà Ôåéíìàíà (òðè ëåêöèè).

Ëåêöèè N12 � N14:

• Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ â ÊÝÄ.

• Ïðåäñòàâëåíèÿ Øðåäèíãåðà è Ãåéçåíáåðãà.

• Ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Îñîáàÿ ðîëü ïðåäñòàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â êâàí-
òîâûõ òåîðèÿõ ïîëÿ.

• Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ (S-ìàòðèöà) è åå çàïèñü â âèäå ðÿäà.

• Òåîðåìà Âèêà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

• Âûâîä ïðàâèë Ôåéíìàíà äëÿ ÊÝÄ íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ïðîöåññîâ e− → e−γ, γ → e+e− (íåôèçè÷åñêèå).
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• Ïðîäîëæåíèå âûâîäà ïðàâèë Ôåéíìàíà äëÿ ÊÝÄ íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ïðîöåññîâ e−γ → e−γ (ýôôåêò Êîìïòîíà) è ðåàêöèè e−e− → e−e−.

• Ïðàâèëà Ôåéíìàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåòëåâûõ äèàãðàì (áåç âûâîäà).

VI. Ñå÷åíèÿ, øèðèíû ðàñïàäîâ è êèíåìàòèêà.

Ëåêöèÿ N15:

• Âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà i → f â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç
〈
f

∣∣S(n)
∣∣ i

〉
.

• Ïëîòíîñòü êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé è ôàçîâûé îáúåì.

• Âûðàæåíèå äëÿ øèðèíû ðàñïàäîâ.

• Âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ ðåàêöèè 2 → n.

• Âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ ðåàêöèè 2 → 2.

• Ìàíäåëüñòàìîâñêèå ïåðåìåííûå.

• Êðîññ-êàíàëû è ôèçè÷åñêèå îáëàñòè.

VII. Âû÷èñëåíèå ïðîöåññîâ â ÊÝÄ (ïÿòü ëåêöèé).

Ëåêöèè N16 � N20:

• Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ýôôåêòà Êîìïòîíà e−γ → e−γ.

• Ñå÷åíèå ðåàêöèè àííèãèëÿöèè ýëåêòðîí�ïîçèòðîííîé ïàðû â ìþîíû: e+e− → µ+µ−.

• Ñå÷åíèå e+e−�àííèãèëÿöèè â àäðîíû è çàðÿäû êâàðêîâ.

• Ïîëÿ ìàññèâíûõ âåêòîðíûõ ÷àñòèö.

• Ïðîïàãàòîð íåñòàáèëüíîé âåêòîðíîé ÷àñòèöû.

• Ñå÷åíèå e+e−�àííèãèëÿöèè â àäðîíû âáëèçè ðåçîíàíñîâ è ôîðìóëà Áðåéòà�Âèãíåðà.

• Ïîëÿ çàðÿæåííûõ ñêàëÿðíûõ ìåçîíîâ.

• Èçáðàííûå âîïðîñû "ñêàëÿðíîé ÊÝÄ".

• Ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà íà ïèîíå e−π− → e−π−. Ýëåêòðîìàãíèòíûé ôîðìôàêòîð çà-
ðÿæåííîãî ïèîíà Fπ(q2).

• Èçëó÷åíèå ìÿãêèõ ôîòîíîâ. Èíôðàêðàñíàÿ êàòàñòðîôà.

• Èçëó÷åíèå ýëåêòðîíîì ôîòîíà â ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.
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VIII. Âû÷èñëåíèÿ â êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêå (÷åòûðå ëåêöèè èëè øåñòü ëåêöèé).

Ëåêöèè N21 � N24:

• Îáîñíîâàíèÿ êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè (ÊÕÄ).

• Ëàãðàíæèàí ÊÕÄ. Öâåòîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû.

• Àëãåáðà ìàòðèö Ãåëë-Ìàííà.

• Ðàññåÿíèå êâàðêà íà êâàðêå â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå.

• Ïðàâèëà Ôåéíìàíà äëÿ òðåõãëþîííîé âåðøèíû.

• Ñëèÿíèå ãëþîíîâ â êâàðêè.

• Ïðàâèëà Ôåéíìàíà äëÿ ÷åòûðåõãëþîííîé âåðøèíû.

• Ðàññåÿíèå ãëþîíà íà ãëþîíå.

Ëåêöèè N25 � N26 (äîïîëíèòåëüíûå):

• Ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà âàêóóìà ÊÕÄ. Êîíäåíñàòû.

• Ïîïðàâêè çà ñ÷åò êâàðêîâûõ è ãëþîííûõ êîíäåíñàòîâ ê ïðîïàãàòîðàì êâàðêà è
ãëþîíà.
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Òðåáîâàíèÿ ê ïîëó÷åíèþ çà÷åòà

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü çà÷åò ïî êóðñó, êàæäûé ñòóäåíò îáÿçàí ðåøèòü áîëüøå ïîëîâèíû
íå îòìå÷åííûõ "∗" çàäà÷ èç çàäàíèÿ, îòâåòèòü íà òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ èç ïðîãðàììû êóðñà
(ïî âûáîðó) è âûïîëíèòü ïîëíûé ðàñ÷åò ÎÄÍÎÃÎ èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ êàíàëîâ:

ÊÝÄ ”Ñêàëÿðíàÿ ÊÝÄ ” ÊÕÄ
e− e− → e− e−, me = 0 π− π+ → π− π+, mπ 6= 0 q q → q q, mq = 0

e+ e− → e+ e−, me = 0 π+ π− → π+ π−, mπ 6= 0 q q̄ → q q̄, mq = 0

e+ e+ → e+ e+, me = 0 π+ π+ → π+ π+, mπ 6= 0 q̄ q̄ → q̄ q̄, mq = 0

e+ γ → e+ γ, me 6= 0 π+ γ → π+ γ, mπ 6= 0 q g → q g, mq = 0

e+ e− → γ γ, me 6= 0 π+ π− → γ γ, mπ 6= 0 q q̄ → g g, mq = 0

γ γ → e+ e−, me 6= 0 γ γ → π+ π−, mπ 6= 0 g g → q q̄, mq = 0

Â äàííîì êîíòåêñòå ïèîíû ïîíèìàþòñÿ êàê ñêàëÿðíûå ÷àñòèöû, ó÷àñòâóþùèå òîëüêî â
ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåéñòâèè.
Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå äîëæíî ñîäåðæàòü:

• Äèàãðàììû Ôåéíìàíà äëÿ ïðîöåññà;

• Âûðàæåíèå äëÿ iMfi, ïîëó÷åííîå ïî ïðàâèëàì Ôåéíìàíà;

• Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ïðîöåññà, çàïèñàííîå ïðè ïîìîùè ìàíäåëüñòàìîâñêèõ ïå-
ðåìåííûõ;

• Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ÷àñòèö;

• Èññëåäîâàíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ (â çàäà÷àõ, ãäå m 6= 0).

• Èññëåäîâàíèå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ.

Íàä êàæäûì êàíàëîì ìîãóò ðàáîòàòü ìàêñèìóì äâà ÷åëîâåêà.
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Âàæíåéøèå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû

Ñèñòåìà ~ = c = 1 + CÃC + ðàöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà Õåâèñàéäà

Â äàííîé ñèñòåìå åäèíèö ñêîðîñòü ~v, äåéñòâèå S, ìîìåíò èìïóëüñà (ïîëíûé ìîìåíò ~J , îð-
áèòàëüíûé ìîìåíò, ñïèí) è ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè:

[~v] = [S] = [ ~J ] = [eÑÃÑ ] = 1.

Ýíåðãèÿ E, èìïóëüñ ~p, îáðàòíàÿ äëèíà x−1 è îáðàòíîå âðåìÿ t−1 èìåþò ðàçìåðíîñòü ìàññû
m, òî åñòü

[E] = [~p] = [x−1] = [t−1] = [m].

Ñèëà ~F , íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ~E è ìàãíèòíîãî ~H ïîëåé èìåþò ðàçìåðíîñòü ìàññû
â êâàäðàòå, òî åñòü

[~F ] = [ ~EÑÃÑ ] = [ ~DÑÃÑ ] = [ ~HÑÃÑ ] = [ ~BÑÃÑ ] = [m2] = [x−2].

Èç ðàçìåðíîñòè ëàãðàíæèàíà L ëåãêî ïîëó÷èòü ðàçìåðíîñòè òåíçîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F µν , îïåðàòîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî Aµ(x) è ñïèíîðíîãî ψ(x) ïîëåé:

[L] = [m4], ⇒ [F µν ] = [m2], [Aµ(x)] = [m], [ψ(x)] = [m3/2].

Â âûáðàííîé ñèñòåìå åäèíèö ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû αem = e2/4π = 1/137, çàêîí
Êóëîíà âûãëÿäèò êàê |~F | = αem q1 q2/r

2, ãäå çàðÿäû q1 è q2 âûðàæåíû â åäèíèöàõ çàðÿäà
ýëåêòðîíà e = −|e| à óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íå ñîäåðæàò íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ êîíñòàíò:





rot ~H = ~j + ∂ ~D
∂t

rot ~E = − ∂ ~B
∂t

div ~D = ρ

div ~B = 0

Â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïðèìåì 1 ýëåêòðîíâîëüò (ýÂ) è åãî ñòåïåíè. Òîãäà

1ÃýÂ ≈ 1, 78× 10−24 ãð. ≈ 1, 6× 10−10 Äæ;

1ÃýÂ−1 ≈ 6, 58× 10−25 ñåê ≈ 1, 97× 10−14 ñì.;

|e| × 1 Të ≈ 57 ýÂ2.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî

Êîíòðàâàðèàíòíûé 4-âåêòîð èìååò êîìïîíåíòû Aµ = (A0, A1, A2, A3) = (A0, ~A). Êîâàðè-
àíòíûé âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê Aµ = (A0, A1, A2, A3) = gµνA

ν = (A0, −A1, −A2, −A3) =

(A0, − ~A), ãäå gµν-ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî:

gµν = gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




.

Äàëåå âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî ïî äâàæäû ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ
ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì ãðå÷åñêèå èíäåêñû α, ..., µ, ν è ò.ä. èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 3, à ëàòèíñêèå
èíäåêñû i, j, k è ò.ä. îò 1 äî 3.
Ïðèìåðû 4�âåêòîðîâ: xµ = (t, ~x) è pµ = (E, ~p).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4�âåêòîðîâ Aµ è Bν îïðåäåëÿåòñÿ êàê:
(AB) = gµνA

µBν = AµBµ = AνB
ν = A0B0 − ( ~A~B). Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàò ëþáîãî 4�âåêòîðà

ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì.
4-ãðàäèåíò â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∂µ =
∂

∂ xµ

=

(
∂

∂ t
, − ∂

∂ x1
, − ∂

∂ x2
, − ∂

∂ x3

)
=

(
∂

∂ t
, − ~∇

)
.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæíî ââåñòè ÷åòûðåõìåðíûé îïåðàòîð ýíåðãèè�èìïóëüñà
ïî ôîðìóëå p̂µ = i∂µ, êîòîðûé âîñïðîèçâîäèò îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà è îïåðà-
òîðà èìïóëüñà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ñèìâîëîì Êðîíåêêåðà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

δµν = δµν = δµ
ν = δν

µ = gνηg
µη = gµ

ν = I =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




.

Ïñåâäîòåíçîðîì 4�îãî ðàíãà (èëè ïñåâäîòåíçîðîì Ëåâè-×èâèòû) íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ
àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð 4-îãî ðàíãà, ò.å. òåíçîð äëÿ êîòîðîãî εµναβ = −ενµαβ, ðàâíî êàê è
ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ èíäåêñîâ. Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïñåâäîòåíçîðà (èõ
âñåãî 24 øòóêè) ïîëíîñòüþ ôèêñèðîâàííû äîïîëíèòåëüíûì îïðåäåëåíèåì ε0123 = −1. Ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî εµναβ = −εµναβ.
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Ñâåðòêè ïî ðàçëè÷íîìó ÷èñëó èíäåêñîâ äàþò:

εµναβεµναβ = − 4!, εµναβεζναβ = − 3! δµ
ζ , εµναβεζηαβ = − 2! det


 δµ

ζ δµ
η

δν
ζ δν

η


 ,

εµναβεζηξβ = − 1! det




δµ
ζ δµ

η δµ
ξ

δν
ζ δν

η δν
ξ

δα
ζ δα

η δα
ξ


 , εµναβεζηξχ = − 0! det




δµ
ζ δµ

η δµ
ξ δµ

χ

δν
ζ δν

η δν
ξ δν

χ

δα
ζ δα

η δα
ξ δα

χ

δβ
ζ δβ

η δβ
ξ δβ

χ




.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 0! = 1.
Ïðè ïîëó÷åíèè îáùèõ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ Äèðàêè ðàâíîïðàâ-

íî èñïîëüçóþòñÿ êàê ñóììèðîâàíèå, òàê è èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì âîçìîæíûì èìïóëüñàì
÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå êàê ýêâèâàëåíòíûå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå çàïèñè:

∑

~p

⇔
∫

d~p

(2π)3

è
δ~p ~p ′ ⇔ (2π)3δ(~p− ~p ′).
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Êâàíòîâàííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Îïåðàòîð 4-ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä

Aµ(x) =
∑

λ

∫
d~k

(2π)3

1√
2ωk

(
eµ(~k, λ)c~k,λe

−i(kx) + e∗µ(~k, λ)c†~k,λ
ei(kx)

)
,

ãäå c~k,λ � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíà ñ èìïóëüñîì ~k è ïîëÿðèçàöèåé λ; c†~k,λ
� îïåðàòîð ðîæ-

äåíèÿ ôîòîíà ñ èìïóëüñîì ~k è ïîëÿðèçàöèåé λ; eµ(~k, λ) � âåêòîð ïîëÿðèçàöèè, îòâå÷àþùèé
ïîëÿðèçàöèè λ. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì êîììóòàöè-
îííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[
c~k,λ, c

†
~k′,λ′

]
= δ~k~k′δλλ′ = (2π)3δ(~k − ~k′)δλλ′ ;

[
c~k,λ, c~k′,λ′

]
=

[
c†~k,λ

, c†~k′,λ′
]

= 0

è äåéñòâóþò íà ñîñòîÿíèÿ | γ 〉 , âûðàæåííûå â ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ ôîòîíîâ, ïî ïðàâèëàì

c~k,λ | 1γ~k,λ 〉 = | 0 〉 , c~k,λ | 0 〉 = 0, c†~k,λ
| 0 〉 = | 1γ~k,λ 〉 .

Â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà âûáîð ñîñòîÿíèé | γ 〉 ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

〈 γ | ∂µ Aµ(x) | γ 〉 = 0,

êîòîðîå àâòîìàòè÷åñêè óíè÷òîæàåò âî âñåõ íàáëþäàåìûõ âêëàä íåôèçè÷åñêèõ ïðîäîëüíîé
è ñêàëÿðíîé ïîëÿðèçàöèé ôîòîíà.

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî âåêòîðàì ïîëÿðèçàöèè:
2∑

λ=1

eµ(~k, λ) eν(~k, λ) = −gµν .

Ñâåðòêà îïåðàòîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aµ(x) è Aν(0) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðè÷èííóþ
ôóíêöèþ Ãðèíà Dµν

c (x) èëè èíà÷å � ïðîïàãàòîð:

A µ(x)Aν

︸ ︷︷ ︸(0) = 〈 0 | A µ(x)Aν

︸ ︷︷ ︸(0) | 0 〉 = 〈 0 | T (Aµ(x)Aν(0)) − N (Aµ(x)Aν(0)) | 0 〉 = −iDµν
c (x).

Ïðîïàãàòîð Dµν
c (x) ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì è ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Dµν
c (x) =

∫
d4k

(2π)4
e−i(kx)Dµν

c (k),

Dµν
c (k) =

gµν

k2 + iε
,

ãäå Dµν
c (k) � èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîïàãàòîðà.

14



Àëãåáðà ìàòðèö Ïàóëè

Ââåäåì ïñåâäîòåíçîð Ëåâè-×èâèòû 3-åãî ðàíãà εijk, òî åñòü εijk = −εjik. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
εijk = εijk. ×òîáû ïîëíîñòüþ ôèêñèðîâàòü íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïñåâäîòåíçîðà îïðåäåëèì
ε123 = +1. Ýòè îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíû ñ îïðåäåëåíèåì ïñåâäîòåíçîðà εµναβ â ïðîñòðàí-
ñòâå Ìèíêîâñêîãî. Ñèìâîë Êðîíåêêåðà δij îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ïðîñòðàíñòâà
Ìèíêîâñêîãî, è â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì.

Ñàìàÿ îáùàÿ ñâåðòêà äâóõ ïñåâäîòåíçîðîâ òðåòüåãî ðàíãà ïî èíäåêñàì èìååò âèä:

εijkεlmn = 0! det




δi
l δi

m δi
n

δj
l δj

m δj
n

δk
l δk

m δk
n


 .

Ìàòðèöû Ïàóëè σi è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 1̂ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ1 =


 0 1

1 0


 , σ2 =


 0 −i

i 0


 , σ3 =


 1 0

0 −1


 1̂ =


 1 0

0 1


 .

Ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå äëÿ ìàòðèö 2× 2, òî åñòü ëþáîå ïðîèçâåäåíèå
σi1σi2 ...σin ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî ïî ýòîìó áàçèñó. Ëåãêî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî

σi † = σi,
(
σi

)2
= 1̂, Sp

(
σi

)
= 0, Sp

(
1̂
)

= 2.

Ñàìàÿ âàæíàÿ ôîðìóëà â àëãåáðå ìàòðèö Ïàóëè:

σiσj = δij 1̂ + iεijkσk.

Èç íåå ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîììóòàòîðà è àíòèêîììóòàòîðà äâóõ ìàòðèö Ïàóëè
[
σi, σj

]
= 2iεijkσk,

{
σi, σj

}
= 2δij 1̂.

Êðîìå òîãî, óäîáíî ïîìíèòü ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ

σ1σ2σ3 = i1̂, (~σ~a)2 = ~a2 1̂, (~σ~a) (~σ~c) = (~a~c) 1̂ + i ([~a~c] ~σ) ,

êîòîðûå ñëåäóþò èç âûðàæåíèÿ äëÿ σiσj.
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ñëåäû ìàòðèö Ïàóëè:

Sp
(
σiσj

)
= 2δij, Sp

(
σiσjσk

)
= 2 i εijk, Sp

(
σiσjσkσl

)
= 2

(
δijδkl − δikδjl + δilδjk

)
.

Èç ìàòðèö Ïàóëè ìîæíî ïîñòðîèòü äâà êîíòðàâàðèàíòíûõ 4-âåêòîðà σµ
+ è σµ

−:

σµ
+ =

(
1̂, ~σ

)
, σµ

− =
(
1̂, −~σ

)
= σ+ µ.
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Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà

×åòûðå ýðìèòîâñêèå ìàòðèöû: ìàòðèöà β è òðè ìàòðèöû αi (i = 1, 2, 3) ïîä÷èíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì àíòèêîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

αiαj + αjαi = 2Iδij, {i, j} = {1, 2, 3};
αiβ + βαi = 0, β2 = I, i = {1, 2, 3}.

Äëÿ ñèììåòðè÷íîé çàïèñè óðàâíåíèÿ Äèðàêà ââîäÿò ÷åòûðå ìàòðèöû γµ, µ = {0, 1, 2, 3}
ñîãëàñíî óñëîâèþ γ0 = β, γi = βαi, i = {1, 2, 3}. Ýòè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè
Äèðàêà. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ìàòðèöà γ0 îñòàåòñÿ ýðìèòîâñêîé, â òî âðåìÿ êàê ìàòðèöû
γi ñòàíîâÿòñÿ àíòèýðìèòîâñêèìè, òî åñòü

γ0 † = γ0, γi † = −γi, i = {1, 2, 3}.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

γ0γµ †γ0 = γµ.

Èç ìàòðèö Äèðàêà ìîæíî ñîñòàâèòü ìàòðè÷íûé êîíòðàâàðèàíòíûé 4�âåêòîð

γµ =
(
γ0, γ1, γ2, γ3

)
=

(
γ0, ~γ

)

è ìàòðè÷íûé êîâàðèàíòíûé 4-âåêòîð γµ = gµνγ
ν = (γ0, −~γ). Ýòè âåêòîðà èñïîëüçóþòñÿ ïðè

çàïèñè óðàâíåíèÿ Äèðàêà.
Èç àíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìàòðèö αi è β ñëåäóåò àíòèêîììóòàöèîííîå

ñîîòíîøåíèå äëÿ ìàòðèö γµ

γµγν + γνγµ = 2Igµν .

Ýòî ñàìîå ãëàâíîå ñîîòíîøåíèå â òåîðèè ìàòðèö Äèðàêà, èç êîòîðîãî âûâîäÿòñÿ âñå îñòàëü-
íûå îïåðàöèè ñ γ�ìàòðèöàìè. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî äàííîìó àíòèêîììóòàöèîííîìó ñîîò-
íîøåíèþ (γ0)

2
= I, íî (γ1)

2
= (γ2)

2
= (γ3)

2
= − I.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó γ5 â âèäå

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = − iγ0γ1γ2γ3 = γ5.

Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

γ5 † = γ5,
(
γ5

)2
= I, γ5 =

i

4!
εµναβ γµγνγαγβ, γµγ5 + γ5γµ = 0.
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Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö 4× 4 øåñòíàäöàòü ìàòðèö I, γ5, γµ, γµγ5 è

σµν =
i

2
(γµγν − γνγµ) =

i

2
[γµ, γν ]

îáðàçóþò áàçèñ. Ïî ýòîìó áàçèñó ðàñêëàäûâàåòñÿ ëþáîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Äèðàêà. Íàè-
áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ðàçëîæåíèÿ:

γαγβ = Igαβ − iσαβ,

γαγβγγ =
(
gαβgγµ − gαγgβµ + gβγgαµ

)
γµ − iεαβγµγµγ

5,

γαγβγ5 = gαβγ5 − i

2
εαβµνγµγν ,

σαβγ5 = − i

2
εαβµνσµν .

Ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäîâ ìàòðèö Äèðàêà èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñëåä íå÷åòíîãî ÷èñëà
γ�ìàòðèö ðàâåí íóëþ. Äðóãèå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñëåäû:

Sp (I) = 4,

Sp
(
γ5

)
= 0,

Sp (γµγν) = 4gµν ,

Sp (σµν) = 0,

Sp
(
γ5γµγν

)
= 0,

Sp
(
γµγνγαγβ

)
= 4

(
gµνgαβ − gµαgνβ + gµβgνα

)
,

Sp
(
σµνσαβ

)
= gµαgνβ − gµβgνα,

Sp
(
γ5γµγνγαγβ

)
= 4i εµναβ,

Sp
(
γ5σµνσαβ

)
= − 4i εµναβ,

Sp
(
γ5γα1γα2γα3γα4γα5γα6

)
= 4i [gα1α2εα3α4α5α6 − gα1α3εα2α4α5α6 + gα2α3εα1α4α5α6 +

gα4α5εα1α2α3α6 − gα4α6εα1α2α3α5 + gα5α6εα1α2α3α4 ] .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå àíòèêîììóòàöèè ìàòðèö Äèðàêà ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ 2n ìàòðèö âñå-
ãäà ìîæíî ñâåñòè ê ñóììå ñëåäîâ îò ïðîèçâåäåíèÿ 2(n − 1) ìàòðèö, óìíîæåííûõ íà gµiµj .
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëÿòü ñëåäû øåñòè è áîëåå ìàòðèö Äèðàêà.

×àñòî íåñêîëüêî ìàòðèö, âõîäÿùèõ â øïóð, èìåþò îäèíàêîâûå ëîðåíöîâñêèå èíäåêñû.
Òîãäà óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè äëÿ ñâåðòûâàíèÿ ïî ýòèì èíäåêñàì:

γµγµ = 4I,
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γµγαγµ = − 2γα,

γµγαγβγµ = 4gαβI,

γµγαγβγγγµ = − 2γγγβγα,

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäîâ áîëüøîãî ÷èñëà γ�ìàòðèö ðåêîìåíäóåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ êàêîé�ëèáî
ïðîãðàììîé ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, âûñîêîïðîôåññèîíàëüíîé ñâîáîäíîðàñïðî-
ñòðàíÿåìîé ïðîãðàììîé FORM, êîòîðóþ ìîæíî ñêà÷àòü èç ñåòè ïî àäðåñó:
http://www.nikhef.nl/ form/FORMdistribution/index.html .

Â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû Äèðàêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñïî-
ñîáîâ. Ñðåäè âñåõ ïðåäñòàâëåíèé íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ñòàíäàðòíîå
ïðåäñòàâëåíèå èëè ïðåäñòàâëåíèå Ïàóëè�Äèðàêà. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè

I =


 1̂ 0

0 1̂


 , γ0 =


 1̂ 0

0 − 1̂


 , γi =


 0 σi

− σi 0


 γ5 =


 0 1̂

1̂ 0


 .

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ ñïèðàëüíîå èëè âåéëåâñêîå ïðåäñòàâëåíèå

I =


 1̂ 0

0 1̂


 , γµ =


 0 σµ

+

σµ
− 0


 γ5 =


 − 1̂ 0

0 1̂




è ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå:

I =


 1̂ 0

0 1̂


 , γµ =


 0 σµ

−

σµ
+ 0


 γ5 =


 1̂ 0

0 − 1̂


 .

Ìàòðèöû Äèðàêà âñåõ òðåõ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè.

Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ äëÿ ñå÷åíèé è øèðèí ïðîöåññîâ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ
âñòðå÷àþòñÿ íå ïðîñòî ìàòðèöû Äèðàêà, à èõ ñâåðòêè ñ 4-âåêòîðàìè. Íàïðèìåð, γµaµ. Ïî-
äîáíûå ñâåðòêè äëÿ êðàòêîñòè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç â. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî "êðûøå÷êà"
íàä 4-âåêòîðîì íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ îáîçíà÷åíèåì îïåðàòîðà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Âñå
âûðàæåíèÿ ñ γ-ìàòðèöàìè ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà èõ ñâåðòêè ñ 4-âåêòîðàìè. Ïðèâåäåì äâà
âàæíûõ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåðà:

Sp
(
â b̂

)
= Sp (γµγν) aµ bν = 4gµνaµ bν = 4 (a b)

è
(â)2 = â â = γαγβ aα aβ =

(
I gαβ − iσαβ

)
aα aβ = I gαβ aα aβ = I a2.
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Ðåøåíèå ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè

Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà èìååò âèä:

(iγµ∂µ − Im) ψ(x) = 0,

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, γµ � ìàòðèöû Äèðàêà, îáùèå ñâîéñòâà êîòîðûõ è ÿâíûé âèä äëÿ
ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèâåäåíû â ðàçäåëå "Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà", I � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 4 × 4. ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè
ôåðìèîíà (εp > 0) èùåòñÿ â âèäå:

ψ~p, λ(x) =
1√
2 εp

u(~p, λ) e−i(px),

ãäå pµ = (εp, ~p ) � 4-èìïóëüñ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, λ = 2s = ± 1 � óäâîåííàÿ ïðîåêöèÿ
ñïèíà ôåðìèîíà s íà âûáðàííóþ îñü, u(~p, λ) � ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé ñïèíîð (áèñïèíîð).
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà áèñïèíîð u(~p, λ) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòîëáöà èç äâóõ
ñïèíîðîâ

u(~p, λ) = N~p


 χλ(~p )

ηλ(~p )


 .

Íîðìèðîâêà ðåøåíèÿ ψ~p, λ(x) íà îäíó ÷àñòèöó â åäèíèöå îáúåìà
∫

d~xψ†~p, λ(x) ψ~p, λ′(x) = δλλ′

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé íîðìèðîâêå äëÿ u(~p, λ)

u(~p, λ)† u(~p, λ′) = 2 εp δλλ′ ,

èëè â ðåëÿòèâèñòñêè�èíâàðèàíòíîì âèäå:

ū(~p, λ) u(~p, λ′) = 2 mδλλ′ .

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ u(~p, λ) â ñâîáîäíîå óðàâíåíèå Äèðàêà â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè
äàåò

u(~p, λ) = N~p


 χλ(~p )

(~σ~p)
εp + m

χλ(~p )


 .

Åñëè íà ñïèíîð χλ(~p ) íàëîæèòü ñòàíäàðòíîå óñëîâèå íîðìèðîâêè

χλ(~p )† χλ′(~p ) = δλλ′ ,
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òî ìíîæèòåëü N~p =
√

εp + meiα. Íåôèçè÷åñêàÿ ôàçà α ìîæåò áûòü ïîëîæåíà íóëþ (êàê
ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå). Òîãäà ðåøåíèå u(~p, λ) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå:

u(~p, λ) =




√
εp + mχλ(~p )

√
εp − m (~σ~p )

|~p | χλ(~p )


 .

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèðàêà ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíûì ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ àíòè÷àñòèöû v(~p, λ) (åñòåñòâåííî, ÷òî ýíåðãèÿ àíòè÷àñòèöû
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé!), è â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

ψc
~p, λ(x) = C ψ̄T

~p, λ(x) = i γ2 γ0 ψ̄T
~p, λ(x) =

1√
2 εp

v(~p, λ) ei(px),

ãäå C = i γ2 γ0 � îïåðàòîð çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ôåðìèîíîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè. Áèñïèíîð v(~p, λ) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

v(~p, λ) =


 −√εp − m (~σ~p )

|~p | ξ−λ(~p )

−√εp + mξ−λ(~p )


 .

Áèñïèíîð v(~p, λ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íîðìèðîâêè

v(~p, λ)† v(~p, λ′) = 2 εp δλλ′ , v̄(~p, λ) v(~p, λ′) = − 2 mδλλ′ ,

à ñïèíîðû χλ(~p ) è ξ−λ(~p ) ñâÿçàíû óñëîâèåì:

ξ−λ(~p ) = i σ2 χ∗λ(~p ).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà ñïèíîðà χλ(~p ), íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû áèñïèíîð u(~p, λ) ÿâëÿëñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ðåëÿòèâèñòñêîãî îáîáùåíèÿ ïðîåêöèîí-
íîãî îïåðàòîðà ñïèíà 1/2 äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = ± 1.

Â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè îäíî èç âîçìîæíûõ îáîáùåíèé îïåðàòîðà ñïèíà 1/2 èìååò
âèä:

1

2
~O =

1

2

(
− γ5 ~γ +

~p

εp

γ5 +
~p γ5 (~γ ~p )

εp (εp + m)

)
.

Òîãäà íåîáõîäèìîå óñëîâèå èìååò âèä
(
~n ~O

)
u(~p, λ) = λu(~p, λ), λ = ± 1.

Åñëè â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ ~n âûáðàòü íàïðàâëåíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû (ò.å. ~n = ~p/|~p |), òî λ

áóäåò èìåòü ñìûñë ñïèðàëüíîñòè ôåðìèîíà (íå ïóòàòü ñïèðàëüíîñòü ÷àñòèöû ñî ñïèðàëüíûì
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ïðåäñòàâëåíèåì!), è ñîîòâåòñòâóþùèå ñïèíîðû áóäóò èìåòü âèä

χ(~p )λ =+1 =


 cos (θ/2) e−iφ/2

sin (θ/2) eiφ/2


 , χ(~p )λ =− 1 =


 − sin (θ/2) e−iφ/2

cos (θ/2) eiφ/2


 .

Äëÿ ñïèíîðîâ ξ(~p )−λ ëåãêî ïîëó÷èòü:

ξ(~p )−λ =−1 = −χ(~p )λ =−1, ξ(~p )−λ =+1 = + χ(~p )λ =+1.

Òàêèì îáðàçîì, îáùèå ðåøåíèÿ ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà èìåþò âèä:

ψ(x) =
∑

λ =± 1

∫
d~p

(2π)3

(
ψc

~p, λ(x) + ψc
~p, λ(x)

)
=

=
∑

λ =± 1

∫
d~p

(2π)3

1√
2εp

(
a~p,λ u(~p, λ) e−i(px) + b†~p,λ v(~p, λ) ei(px)

)
,

ψ̄(x) =
∑

λ =± 1

∫
d~p

(2π)3

(
ψ̄c

~p, λ(x) + ψ̄c
~p, λ(x)

)
=

=
∑

λ =± 1

∫
d~p

(2π)3

1√
2εp

(
a†~p,λ ū(~p, λ) ei(px) + b~p,λ v̄(~p, λ) e−i(px)

)
,

ãäå a~p,λ è b~p,λ � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïå-
ðàöèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ñòàíóò îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ ôåðìèîíà è àíòèôåðìèîíà
(ñì. ðàçäåë "Êâàíòîâàííîå äèðàêîâñêîå ïîëå").

Ðåøåíèå Âîëêîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ôåðìèîíà èëè àíòèôåðìèîíà â ïëîñêîâîëíîâîì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì Âîëêîâà. Ýòî ïðèìåð îäíîãî èç íåìíîãèõ òî÷íûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà.

...

Íîðìàëüíîå è õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèÿ, ñâåðòêà

Êâàíòîâàííîå äèðàêîâñêîå ïîëå

Êâàíòîâàííîå ñâîáîäíîå äèðàêîâñêîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ îïåðàòîðîâ ïîëÿ:

ψ(x) = ψ(+)(x) + ψ(−)(x) =
∑

λ =± 1

∫
d~p

(2π)3

1√
2εp

(
a~p,λ u(~p, λ) e−i(px) + b†~p,λ v(~p, λ) ei(px)

)
,

ψ̄(x) = ψ̄(−)(x) + ψ̄(+)(x) =
∑

λ =± 1

∫
d~p

(2π)3

1√
2εp

(
a†~p,λ ū(~p, λ) ei(px) + b~p,λ v̄(~p, λ) e−i(px)

)
,
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ãäå çíà÷åê (+) îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíî ÷àñòîòíóþ ÷àñòü îïåðàòîðà, à çíà÷åê (−) � îòðèöà-
òåëüíî ÷àñòîòíóþ ÷àñòü. Îïåðàòîð a~p,λ óíè÷òîæàåò ôåðìèîí ñ èìïóëüñîì ~p è ñïèðàëüíî-
ñòüþ λ; îïåðàòîð a†~p,λ ðîæäàåò ôåðìèîí ñ èìïóëüñîì ~p è ñïèðàëüíîñòüþ λ; îïåðàòîð b~p,λ

óíè÷òîæàåò àíòèôåðìèîí ñ èìïóëüñîì ~p è ñïèðàëüíîñòüþ λ è îïåðàòîð b†~p,λ ðîæäàåò àí-
òèôåðìèîí ñ èìïóëüñîì ~p è ñïèðàëüíîñòüþ λ; u(~p, λ) è v(~p, λ) � ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûå ñïè-
íîðû, îïèñàííûå â ðàçäåëå "Ðåøåíèå ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ñòàíäàðòíîì è ñïè-
ðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ". Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì
àíòèêîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:
{

a~p,λ, a
†
~p ′,λ′

}
= δ~p ~p ′δλλ′ = (2π)3δ(~p− ~p ′)δλλ′ ,

{
b~p,λ, b

†
~p ′,λ′

}
= δ~p ~p ′δλλ′ = (2π)3δ(~p− ~p ′)δλλ′ ,

{a~p,λ, a~p ′,λ′} =
{

a†~p,λ, a
†
~p ′,λ′

}
= {b~p,λ, b~p ′,λ′} =

{
b†~p,λ, b

†
~p ′,λ′

}
= 0,

{a~p,λ, b~p ′,λ′} =
{

a†~p,λ, b
†
~p ′,λ′

}
=

{
a~p,λ, b

†
~p ′,λ′

}
=

{
a†~p,λ, b~p ′,λ′

}
= 0

è äåéñòâóþò íà êåò�ñîñòîÿíèÿ | e−, e+ 〉 , âûðàæåííûå â ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ ôåðìèîíîâ è
àíòèôåðìèîíîâ, ïî ïðàâèëàì

a~p,λ | 1e−~p,λ 〉 = | 0 〉 , a~p,λ | 0 〉 = 0, a†~p,λ | 0 〉 = | 1e−~p,λ 〉 ,
(
a†~p,λ

)2

| 0 〉 = | 0 〉 ;

b~p,λ | 1e+
~p,λ 〉 = | 0 〉 , b~p,λ | 0 〉 = 0, b†~p,λ | 0 〉 = | 1e+

~p,λ 〉 ,
(
b†~p,λ

)2

| 0 〉 = | 0 〉 ,

êîòîðûå îòðàæàþò ïðèíöèï Ïàóëè. Âûïîëíÿÿ ýðìèòîâñêîå ñîïðÿæåíèå ýòèõ âûðàæåíèé,
ïîëó÷àåì ïðàâèëà äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ íà áðà�ñîñòîÿíèÿ:

〈 1e−~p,λ | a†~p,λ = 〈 0 | , 〈 0 | a†~p,λ = 0, 〈 0 | a~p,λ = 〈 1e−~p,λ | , 〈 0 | (a~p,λ)
2 = 〈 0 | ;

〈 1e+
~p,λ | b†~p,λ = 〈 0 | , 〈 0 | b†~p,λ = 0, 〈 0 | b~p,λ = 〈 1e+

~p,λ | , 〈 0 | (b~p,λ)
2 = 〈 0 | ,

Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿ ïî ñïèíàì (ñïèðàëüíîñòÿì) ôåðìèîíîâ
è àíòèôåðìèîíîâ:

∑

λ =± 1

uα(~p, λ)ūβ(~p, λ) = (γµpµ + Im)αβ ,

∑

λ =± 1

vα(~p, λ)v̄β(~p, λ) = (γµpµ − Im)αβ .

Ñâåðòêà îïåðàòîðîâ äèðàêîâñêîãî ïîëÿ ψ(x) è ψ̄(0) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðè÷èííóþ ôóíê-
öèþ Ãðèíà Sc(x) èëè èíà÷å � ïðîïàãàòîð:

ψ (x) ψ̄︸ ︷︷ ︸(0) = 〈 0 | ψ (x) ψ̄︸ ︷︷ ︸(0) | 0 〉 = 〈 0 | T (
ψ(x)ψ̄(0)

) − N
(
ψ(x)ψ̄(0)

) | 0 〉 = iSc(x).
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Ïðîïàãàòîð Sc(x) ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì. Äëÿ ôåðìèîíà è àíòèôåðìèîíà
îí ìîæåò áûòü çàïèñàí ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

Sc(x) =

∫
d4p

(2π)4
e−i(px)Sc(p), Sc(p) =

γµpµ + Im

p2 − m2 + iε
,

Sc(− x) =

∫
d4p

(2π)4
ei(px)Sc(−p), Sc(− p) =

− γµpµ + Im

p2 − m2 + iε
,

ãäå Sc(p) � èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîïàãàòîðà ôåðìèîíà, Sc(− p) � èìïóëüñíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïðîïàãàòîðà àíòèôåðìèîíà.

Ïîëíûé ëàãðàíæèàí êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè

Ïîëíûé ëàãðàíæèàí ÊÝÄ (èíîãäà åå íàçûâàþò "ñïèíîðíîé ÊÝÄ", ïîä÷åðêèâàÿ, ÷òî ôîòîíû
âçàèìîäåéñòâóþò èìåííî ñ ôåðìèîíàìè) ñîñòîèò èç òðåõ ñëàãàåìûõ

LQED(x) = LA(x) + L0(x) + Lint(x),

ãäå LA(x) � ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî (ôîòîííîãî) ïîëÿ, L0(x) � ëàãðàí-
æèàí ñâîáîäíîãî äèðàêîâñêîãî ïîëÿ, Lint(x) � ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîííîãî è äè-
ðàêîâñêîãî ïîëåé.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî ôîòîíîâ ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ñîðò ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ôåðìèîíîâ. Ïóñòü ýòî áóäóò ýëåêòðîíû e−. Êðîìå òîãî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü
àíòèôåðìèîíû, òî åñòü ïîçèòðîíû e+. Ïîëíûé ëàãðàíæèàí ÊÝÄ LQED(x) êàê è òðè åãî
ñîñòàâíûå ÷àñòè íóæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà âåêòîðà ñî-
ñòîÿíèé

| n1γ~k1, λ1
, n2γ~k2, λ2

, ... , m1e
−
~p1, s1

,m2e
−
~p2, s2

, ... , `1e
+

~p
′
1 , s′1

, `2e
+

~p
′
2 , s′2

, ... 〉 ,

ãäå ni, mi è `i � ÷èñëî ôîòîíîâ, ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ, îáëàäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì
èìïóëüñîì è ñïèíîì.

Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä

LA(x) = − 1

4
F µν(x)Fµν(x),

ãäå F µν(x) � òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòîò òåíçîð ñëåäóþùèì îáðà-
çîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âòîðè÷íî êâàíòîâàííûå îïåðàòîðû 4�ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ (ñì. ïàðàãðàô "Êâàíòîâàííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå"):

F µν(x) = ∂µAν(x) − ∂νAµ(x).
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Åñëè ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ "äëèííóþ ïðîèçâîäíóþ" Dµ(x) = ∂µ + ieAµ(x) (ãäå ïðèíÿòî
îáîçíà÷åíèå: e = −|e|), òî F µν(x) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

F µν(x) = − i

e
[Dµ(x), Dν(x)] .

Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî äèðàêîâñêîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âòîðè÷íî êâàíòîâàííûå
îïåðàòîðû ôåðìèîííîãî ïîëÿ ψ(x) è ψ̄(x) (ñì. ïàðàãðàô "Êâàíòîâàííîå äèðàêîâñêîå ïîëå"):

L0(x) = ψ̄(x)
(
i∂̂ − Im

)
ψ(x).

Ïîä I ïîíèìàåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 4 × 4, à ïîä m � ìàññà ýëåêòðîíà èëè
ïîçèòðîíà. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî íîâîå îáîçíà÷åíèå

Â = γµ Aµ.

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íîâîå îáîçíà÷åíèå Â íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ àíàëîãè÷íûì
ïî âèäó îáîçíà÷åíèåì îïåðàòîðîâ â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå!

Íàêîíåö ëàíãàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî è äèðàêîâñêîãî ïîëåé

Lint(x) = − e jµ(x) Aµ(x) = − e
(
ψ̄(x) γµψ(x)

)
N

Aµ(x),

ãäå e = − |e| è jµ(x) =
(
ψ̄(x) γµψ(x)

)
N

� îïåðàòîð 4�âåêòîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî òîêà ôåð-
ìèîíîâ, N � çíà÷åê íîðìàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ.

Ëàãðàíæèàí LQED(x) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ (α � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî)




ψ(x) → eiα ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) e− iα

è ëîêàëüíûõ (α(x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ)




Aµ(x) → Aµ(x) − 1
e
∂µα(x)

ψ(x) → eiα(x) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) e− iα(x)

êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èíâàðèàíòíîñòü LQED(x) îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ êàëèá-
ðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåäåò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ 4�âåêòîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî òîêà
ôåðìèîíîâ (ò.å. ∂µ jµ(x) = 0) è çàðÿäà

∂

∂ t
Q(t) = 0, Q(t) =

∫

V3

d~x j0(x) =

∫

V3

d~x j0(t, ~x),

24



ãäå V3 � íîðìèðîâî÷íûé îáúåì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôèêñèðóåò ìè-

íèìàëüíî âîçìîæíûé âèä ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðåàëüíûé âèä Lint(x) ìîæíî íàéòè
òîëüêî ñðàâíèâàÿ ïðåäñêàçàíèÿ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì. Äëÿ ÊÝÄ, ÊÕÄ è ýëåêòðîñëàáîé
ìîäåëè Ãëýøîó�Âàéíáåðãà�Ñàëàìà ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé âèä ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ â Ïðèðîäå.

Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ÊÝÄ ÿâëÿåòñÿ 00�êîìïîíåíòîé òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ÊÝÄ.
Äëÿ âû÷èñëåíèé â ðåëÿòèâèñòñêè�èíâàðèàíòíîé òåîðèè âîçìóùåíèé íåîáõîäèìî çíàíèå òîëü-
êî ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ÊÝÄ (îáîçíà÷àåòñÿ êàê Hint(x)), äëÿ êîòîðîãî ïðÿìûìè
âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Hint(x) = −Lint(x) = e
(
ψ̄(x) γµψ(x)

)
N

Aµ(x), e = − |e|.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â Ïðèðîäå ïîìèìî ýëåêòðîíîâ (è èõ àíòè÷àñòèö � ïî-
çèòðîíîâ) ñóùåñòâóþò åùå äâà ñîðòà çàðÿæåííûõ ëåïòîíîâ (ìþîíû è τ�ëåïòîíû) è øåñòü
ñîðòîâ êâàðêîâ (u, c, t è d, s, b). Äëÿ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíîâ ñî âñåìè çàðÿæåííûìè
ôåðìèîíàìè äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â ïîëíîì ëàãðàíæèàíå ÊÝÄ òðåáóåò ìîäèôèêàöèè.
Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíûõ äèðàêîâñêèõ ïîëåé ïðèíèìàåò âèä

L0(x) =
∑

i

ψ̄i(x)
(
i∂̂ − Imi

)
ψi(x),

à ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê

Lint(x) = − |e|
∑

i

Qi

(
ψ̄i(x) γµψi(x)

)
N

Aµ(x),

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî i îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñîðòàì ôåðìèîíîâ, Qi � ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä êàæäîãî ôåðìèîíà â åäèíèöàõ |e|. Äëÿ ýëåêòðîíîâ, ìþîíîâ è τ�ëåïòîíîâ Qe = Qµ =

Qτ = − 1. Äëÿ "âåðõíèõ" êâàðêîâ Qu = Qc = Qt = + 2/3. Äëÿ "íèæíèõ" êâàðêîâ Qd =

Qs = Qb = − 1/3. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðîöåññîâ ÊÝÄ ñ êâàðêàìè ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî
êàæäûé ñîðò êâàðêîâ èìååò òðè öâåòà.

Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, øèðèíû ðàñïàäîâ, ñå÷åíèÿ

Ïðàâèëà Ôåéíìàíà â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå

×òîáû íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ iMfi â ëþáîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, íåîáõîäèìî íà-
ðèñîâàòü âñå òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûå äèàãðàììû Ôåéíìàíà, îòâå÷àþùèå ðàññìàòðè-
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âàåìîìó ïðîöåññó â äàííîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, à çàòåì, ðóêîâîäñòâóÿñü íèæå ïå-
ðå÷èñëåííûìè ïðàâèëàìè, ïî äèàãðàììàì íàïèñàòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò.

Ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë, ñîïîñòàâëÿþùèõ êàæäîé äèàãðàììå Ôåéíìàíà ñëàãàåìîå â ìàò-
ðè÷íîì ýëåìåíòå, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëàìè Ôåéíìàíà. Ïðèâåäåì ñâîäêó ïðàâèë Ôåéíìàíà
äëÿ ñïèíîðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè (ÊÝÄ).
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